3. cviceni - TeSeni

Piiklad 1 (a) lim, o n? = 0

Dokéazeme dle definice. Zvolme tedy K > 0 libovolné. Necht ng je nejmensi pfirozené
¢islo, které je vétsi, nez v/ K. Pak plati, ze n% > K. Pak Vn € N,n >ng: n? > K. Tim
jsme oveérili definici.

Pi#iklad 1 (b) lim, .o ﬁ =0
Z definice ukazeme, 7ze vysledkem je 0. Ziejmé ¥n € N: .= > 0. Chceme tedy

=
ukazat, ze Ve > 0 dng e NVn € N,n > ng: ﬁ <e.

Jelikoz je funkce = — % klesajici, stac¢i naleznout jedno n, které spliiuje danou
nerovnost s €.
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Takové n existuje dle Archimédovy vlastnosti.

Piiklad 1 (c) lim, o " = 00
Zvolme K > 0 lib. Chceme nalézt ng € N t.z. € > K. Pakn >ny = e€" >
e > K.

Existence ng: je potieba, aby: ng > In K, coz lze dle Archimédovy vlastosti.

Piiklad 1 (d) limy,e0e™™ =0

Ztejmeé e~ > 0. Stacdi tedy nalézt ng € N: e < € pro lib. € > 0, neb fce x — e™*
je klesajici.

e " <e

1
- <e”
€

1
In-<n
€

Opét z Archimédovy vlastnosti existence takového n plyne.

Priklad 1 (e) limy, 00 Inn = 00

Zvol. K > 0 lib. Pak z monotonie fce z — Inx staci nalézt n t.z. Inn > K. Stadi
vzit takové n, 7e n > eX
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Priklad 1 (f) lim, e0(3)™ =00
Zvolme K > 0 lib. Opét z monotonie staci, aby 2 > K pro né&jaké n € N. Dle

Archimedovy vlastnosti existuje n t.z. n > logy K, coz je dostacujici.

Piiklad 1 (g) lim, oo n! = c0

Pfipomenuti: n!=n-(n—1)----- 2 -1 (faktorial).

Posloupnost je zfejmé rostouci a neni shora omezena. Snadno lze ovéfit z definice,
Ze limita je nekone¢no.

Piiklad 1 (h) lim,_(—1)"

—1, n liché
(=9
1, n sudé
Posloupnost je —1,1,—1,1,.... Tato posl. nem4 limitu - nepfiblizuje se totiz zadné-

mu &islu. Ze limita zadané posl. neexistuje dokdZeme z definice - sporem.

Pro spor tedy prepdokladejme, Ze A € R je limitou dané posl. Zvolme ¢ € (0,1) lib.
Z definice limity naleznéme ng € N t.z. ¥n € N,;n > ng: [(—1)" — A| < e. Pak specialné
plati, ze | -1 — A| <e <1lal|l—- Al <e < 1. Lidové fe¢eno: A se od —1 lisf 0 méné
nez € a A se od 1 lis{ o méné nez . Jelikoz je ale € < 1, tak tato situace namuize nastat
- viz obréazek nize.

I | | [ | [
| [ | L l I

2-1-e 1 1+€0 1-€ 1 14€2

Posloupnost je navic omezena, takze nekonverguje ani k —oo, co.

Priklad 1 (i) lim, o0(—1)"n

Zacatek posl.: —1,2,-3,4,...

JelikoZ posl. neni omezend, nemiize mit za limitu realné cislo - dle véty 2.2.

Ziejmé jde cast posl. do co a ¢ast do —oo. Lze tedy snadno dokazat, ze posl. nema
limitu.

Priklad 1 (j) lim, e &2 =0
Intuitivng vime, Ze % — 0 a prendsobenim (—1)" se ndm jen méni znaménko. Tedy

nas tip je, ze limy, ,o0o(—1)"-n = 0.

Dokazme to z definice. Zvol. € > 0 lib. Jelikoz n % je klesajici a zdola omezena
nulou, existuje ng € NVn € N;n > ng: ‘%‘ <e. PakVn € Nyn > ng: ‘(—1)"% — 0! =
1| <e.

n
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Priklad 1 (k) lim,_o cos(mn) - /n
—1, n liché
cosmn =
1, n sudé

Plati, ze lim, o0 v/n = 00 (lze ukdzat z definice). Pak lze ukazat, Ze naSe limita
nekonverguje.

Priklad 2 (a) lim,o0(—2)""
limy, o0 (—2) ™" = limy o0 (—3)" = limpoo(—1)"5 =0
Zvol. £ > 0. Nal. ng € N: |(—1)" 55| <e.
1
Ty
’(—1) 0270 <€
! < 2™
g
1
logy — < ng
g

Dle Archimédovy vl. takové ng existuje a ziejmé Vn € N, n > ng: ‘(—1)"i‘ <e.

Priklad 2 (b) limyo0(~1)" +1
Vime: (—1)" divergujea 1 — 0. 7 toho dostévame podezieni, ze (—1)"+2 diverguje.
Konkrétné to plyne z véty 2. 3

Piiklad 2 (c) lim,,_ o cos(nm)

—1, n liché

cos(mn) =
1, n sudé

Posl. proto diverguje (analogicky jako v 1 (h)).

Piiklad 2 (d) limy, o sin(nm)
Ziejmé sin(nm) = 0 Vn € N. Proto lim,,_, sin(nr) = 0.

Piiklad 3 (a)

Piiklad 3 (b)

2 4
lim —n®+2n® —4 = lim ns(—l—i——) V%Loo~(—1—0—0):—oo

n—00 n—00 nd nd

Piiklad 3 (c)
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2 2
lim (n? — 2n) lim n? <1 - ) VAL fim n?. lim (1 - ) VAL o (1-0) = 00

Piiklad 3 (d)
3
— 52 VoAL . 2+0—0 0

2n? +n — n?(2+L-3 1 2+ 2
o 2R3 @ ) L 2 veAr
n—oo  m3—1 n—00 n3( —%) n—oo n — 2z 1-0
n
Piiklad 3 (e)
lim 2n3 + 6n n (24—%) ~ lim 2+% VoAL 240 _9
n—>oon3 ™m+7 n—)oon3( lz“‘nl:;) n—>ool_nl2_|_nl3 1—-04+0
Priklad 3 (f)
oy 2032 2+ -5%) - 24 5 — X AL 2+0-0
n-soo N5 — 3n3 + 1 n~>oon5(1—%—{—%) n%ool—%—k% 1-04+0
Piiklad 3 (g) limy, o 0
cos(n) je zdola i shora omezend ( € [—1,1]). Dale £ — 0. Jde tedy o typ omezen4-0.
Dle véty o limité typu 0- omezena je lim,, oo % =0.
Priklad 3 (h) lim,,_, 2rctenndn
arctannJrn __ arctann +1
n
Fce arctan je om. (hodnotami —7%, 7). Dale L 5 0. Jde tedy o typ omezena-0. Tedy
je limy, oo arcnﬂ =0.

- . VoAL
7 toho dostavame, Ze lim,, o W ="140.

Piiklad 3 (i)

3 n
2n — .3 — 1 n_ n+1 — 1 n —_ — =
2 3:3") = lim (4" —3""") nh_r)n 4 <1 3 <4> )

n—oo

V@Loo.(l_g.()):

el

Ze lim,,_so0 (%)n = 0 Ize ukézat z definice. Pozdéji to v8ak bude plynout ze znamych

limit.
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Alternativné:

limy, 00 (22" — 3+ 37) = limy, 00 (4™ — 37H1).

Lze ukazat, 7e od ur¢itého ng plati, ze 4" — 3" > 0. Vime (ze SS), 7e 4™ roste
rychleji, nez 3”1, To nam dava divod si myslet, Ze by limitou mohlo byt nekoneéno.
Uakzem, ze tomu tak skute¢né je.

Zvolme r € R lib.

o r < 0 Stadf ukézat, ze Ing Vn > ng: 4" — 3"+ > 0.

4n > 3ntl

n > (n+1)logy3

n(1 —log, 3) > log, 3
log, 3

"= 1 —log, 3

Pii déleni vyrazem (1 — log, 3) jsme neotaceli znaménko, neb jde o kladny vyraz.
log, 3
1710%54 3"

Dle Archimedovy vl. existuje ng € N: ng >

e r>10
Chci: Ing Vn > ng: 4" — 37t > .

A

r
>3 (34 )
r
n > nlog43+log4(3+37>
log, (3 + 3x)
1 —log, 3

Vyraz napravo je ziejmé shora om. Dle Archimnédovy vl. tedy kyzené ng existuje.

Priklad 3 (j) limy, o0 27

Intuitivné: 2™ roste pomaleji, nez n!. Proto tipujeme, Ze limita bude nula. OvéFme
to z definice.

Ziejmé je zlomek nezéporny.

Nejdiive ukazeme, ze 2" < n! pro dostatecné velka n.

en=4:2"=16<1-2-3-4=24

P
en—nt+l:2ntl=2.2"<2.pl<(n+1)-n=Mn+1)
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Zjevné pro n > 4 plati, ze 2" < n!, respektive %L <1
Nyni ukazeme, ze Ve € (0,1) Ing Yn > ng: % <e.

2" < nl-e
Napravo i nalevo mam souc¢in n faktori. Vlevo je kazdym faktorem ¢islo 2. Vpravo
méame faktory 2,3,...,n —1,n,e. Faktory 2,3,...,n — 1 jsou vétsi, nebo rovny ¢islu 2.

Tedy 272 < (n—1)!. Zbyva tedy za¥idit, aby ne > 2-2. Tedy aby n > g, coz lze zaridit
dle Archimedovy vl. Tedy pro dostateéné velké n plati, ze %7: <e.

Priklad 3 (k) lim,, o 352

nS+n!
Podobné jako v 3 (j) lze ukazat, ze limitou je nula.

Priklad 3 (1) Lm0 (S22t — )

oy v . 1
Pfipomenime si vzorec: » ,_, k = n(n2+ ).
n(n+1
Pak plati: 142+.4n _ n _ (2 ) _n _ nn+l) nn+2)  nntl-n-2)  —_n
platl: == 75 2 = Tnt2 2 = 2(n+2)  2(nt2) 2(n+2) 2(n+2)
—1
2+%°
: 14+2+...4+n ny _ 1: 1 VO;AL -1 _ 1

Piiklad 4 (a)
Vyuzijeme vzorec a®? — b? = (a + b)(a — b).

1 1-—
(WnFl-ymYiEitvn g ndlon
vn+1l+y/n  nooy/n+14n
lim Vel
n—=o0 \/n+1+/n
Pfi¢emz jsme pouzili, Ze \/n — 00,v/n+ 1 — 0o, coz se da snadno dokazat napi. z
definice.

lim (W— Vvn) = lim

Priklad 4 (b)
Vzorec: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).

(¥/n+ 11)2 + {/(n+ 1)+ (¢/n)°

lim (vVn+ 11 — ¢/n) = lim (vV/n + 11 — ¢/n) =
n—so0 n—so0 (Vn+ 1) + /(0 + 1)n + (¢/n)’
. n+1l—n
= lim 5 .
n=0 (Y +11)" + /(n + 11)n + (¢/n)
. 11 VoAL
= lim =0

" (VT + Y+ T+ (V)

Piiklad 4 (c)
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lm va+ 24 vn 2 o
n—oo

Piiklad 4 (d)

4 4
. m VrG+2) Vi +2 Vi T2 voar
n N

= lim = lim
n—00 n—)oo n—00 n—00
Piiklad 4 (e)
In2 —1 . Vn? {/1 12 31 2 VoAL
lim = lim = lim n” Y22
n—00 n n—00 n n—o0 n
Piiklad 4 (f)
vn—1—4y/n ) vn—1—4y/n vVn—1+4++/n
lim = lim =
n=ooy/p2 —3—\/(n+2)2 noe\/p2—3—\/(n+2)2Vn—1+n
n—1-n Vn2 =3+ /(n +2)2

= lim =
n— 00 <\/n2—3—\/(n—|-2)2)( /n_1+\/ﬁ) \/n2—3—|—\/(n—|—2)2

i - <\/n2 —3+/(n+ 2)2>
Tnbee (23— (n+2)2) (Va—1+vn)
_ —V/n?2 —3 —v/n?+4n+4 B
_nl—>r£>10(n2—3—n2—4n—4)(\/m+\/ﬁ)_

4 4
—n(\/l— F1eies) _\/1_7_\/1+ + 2 voa
= lim = lim 0

P (A= D (Ve T vi) e (- ) (Vi T VR

Piiklad 4 (g) limy, oo /0
Dle véty o posl. s kladnymi ¢leny plyne, Ze lim,, oo &/n = 1, neb lim, "T'H =1
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